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RESUMEN
La puesta a tierra de una instalacion electrica es imprescindible para
garantizar su seguridad cuando tienen lugar situaciones de fallo. Para su correcto
dise~no se requiere la determinacion de una serie de magnitudes tales como
el calculo de la resistencia equivalente de la toma de tierra y la distribucion
del potencial originado en la supercie del terreno como consecuencia de una
derivacion de corriente al mismo [1]. Tradicionalmente, los estudios sobre el
calculo de tomas de tierra se han planteado con el n de obtener formulas sencillas
y rapidas (a partir de mediciones experimentales en modelos de laboratorio o
como resultado de la experiencia acumulada por los tecnicos y profesionales
que han trabajado en su proyecto y dise~no) que permitan la estimacion de
estos parametros caractersticos. Desde mediados de los a~nos setenta se han
desarrollado nuevos metodos basados en tecnicas de calculo matricial que
intentan ponderar el efecto de los segmentos en que se subdividen los electrodos
de la toma de tierra, a partir de algunas hipotesis basicas y simplicaciones poco
justicadas, cuando no cuestionables [1,2].
A pesar del importante avance que han representado estas tecnicas, se
han puesto de maniesto algunas anomalas notables en su aplicacion practica,
tales como sus elevados requerimientos computacionales, los resultados poco
realistas que se obtienen al aumentar la segmentacion de los conductores, y la
incertidumbre en su margen de error [3].
En este artculo se presenta una formulacion general basada en el metodo
de elementos de contorno para el calculo y dise~no asistido por ordenador de
tomas de tierra, aplicable a un amplio rango de instalaciones electricas reales.
Esta formulacion que incluye como casos particulares a los metodos intuitivos
mas ampliamente utilizados en la actualidad, permite obtener resultados de
gran precision y abilidad con unos costes computacionales muy asequibles.
Finalmente se presenta un ejemplo de aplicacion de la formulacion a una malla de
toma de tierra de una subestacion electrica que evidencia la viabilidad y ecacia
de la tecnica desarrollada.
1. INTRODUCCI

ON
El problema 3D asociado a la disipacion de corriente electrica en un terreno
se puede modelizar mediante la teora del electromagnetismo de Maxwell [4].
As, si se limita el estudio a la obtencion de la respuesta electrocinetica en estado
estacionario y se desprecia la resistencia electrica de la malla de electrodos de
tierra, las ecuaciones que rigen el fenomeno fsico de la derivacion de corriente
pueden escribirse en la forma
 =   gradV; div () = 0 en E;

t
n
E
= 0 en  
E
; V = V
 
en  ; V  ! 0 si jxj ! 1;
(1)
siendoE el terreno,  su tensor de conductividad,  
E
la supercie del terreno, n
E
su versor normal exterior y   la supercie de los electrodos [6,9]. Las soluciones
de este problema son el potencial V y la densidad de corriente  en un punto
arbitrario x cuando la toma de tierra adquiere un potencial V
 
, que en lo sucesivo
se considerara unitario sin perdida de generalidad. Por otra parte, siendo n el
versor normal exterior a  , la densidad de corriente de perdida  que emana
de un punto arbitrario de la supercie de los electrodos, la intensidad total de
corriente que emana de la toma de tierra I
 
y la resistencia equivalente del
sistema electrodo-terreno R
eq
pueden escribirse como
 = 
t
n; I
 
=
Z Z
 
 d ; R
eq
=
V
 
I
 
: (2)
En la practica, la hipotesis de terreno homogeneo e isotropo se puede
considerar aceptable [2], por lo que el tensor  se puede sustituir por una
conductividad escalar aparente  que se determina experimentalmente. Si se
considera ademas que la supercie del terreno es horizontal, el problema (1) se
reduce a un Problema Exterior de Dirichlet [2,9].
La particular geometra de las tomas de tierra en la mayora de las
instalaciones electricas |mallas de conductores cilndricos interconectados,
enterrados horizontalmente o bien clavados verticalmente, cuya relacion
diametro/longitud es relativamente peque~na ( 10
 3
)| imposibilita en la prac-
tica la obtencion de soluciones analticas a este tipo de problemas. Por otra
parte, el empleo de tecnicas numericas estandar (Elementos Finitos o Diferencias
Finitas) requiere la discretizacion del dominioE, lo que implica unas necesidades
computacionales prohibitivas.
Sin embargo, dado que en el dise~no de una toma de tierra el calculo del
potencial tan solo es preciso en la supercie del terreno  
E
y la resistencia
equivalente se obtiene facilmente a partir de la densidad de corriente de perdida
 (2), se ha optado por desarrollar una formulacion basada en el Metodo de
Elementos de Contorno que requiere solamente la discretizacion de la supercie
de los electrodos  .
2. PLANTEAMIENTO VARIACIONAL DEL PROBLEMA
A partir de los resultados que proporciona la Teora del Potencial [5]
aplicados al problema (1), el potencial V en E se puede expresar en forma
integral en terminos de la densidad de corriente de perdida 
V (x) =
1
4
Z Z
2 
k(x; )() d ; (3)
k(x; ) =

1
r(x; )
+
1
r(x; 
0
)

; r(x; ) = jx   j; (4)
donde 
0
es el punto simetrico de  con respecto a la supercie del terreno [6,9].
Dado que (3) se verica tambien en   [6,9], la condicion V
 
= 1 conduce
a una ecuacion integral de Fredholm de primera especie con el nucleo cuasi-
singular (4), cuya solucion es la densidad de corriente de perdida . Por otra
parte, debe satisfacerse la forma variacional
Z Z
2 
w() (V ()   1) d  = 0; (5)
para todo miembro w() de una clase adecuada de funciones de test en  .
Con el n de resolver numericamente este problema, dados un conjunto de
funciones de prueba denidas en   y de elementos 2D de contorno, es posible
discretizar la densidad de corriente de perdida  y la supercie de la toma de
tierra  . A partir de este punto, dado un conjunto de funciones de test denidas
en  , la forma variacional (5) conduce a un sistema de ecuaciones lineales, cuya
matriz de coecientes es llena y en la que el calculo de cada termino requiere
integrar dos veces en un dominio 2D. Dado el extraordinario coste computacional
que implicara la aplicacion de esta formulacion en problemas reales, se hace
necesario introducir alguna simplicacion adicional [6,9].
3. FORMULACI

ON EN ELEMENTOS 1D DE CONTORNO
Con este objetivo, y teniendo en cuenta la geometra real de las tomas de
tierra en la practica, es posible considerar que la densidad de corriente que
emana de la seccion transversal de un electrodo cilndrico es constante [6,9].
Esta hipotesis de uniformidad circunferencial es ampliamente aceptada en la
mayor parte de los estudios recogidos en la bibliografa [1,3].
As, si se denomina L al conjunto completo de los ejes de los conductores
enterrados,
b
 2 L a la proyeccion ortogonal sobre el eje de un punto generico
 2  , (
b
) al diametro del conductor y b(
b
) a la densidad de corriente
aproximada que emana en esa seccion transversal (asumida uniforme), se puede
obtener una expresion aproximada del potencial (3) de la forma:
b
V (x) =
1
4
Z
b
2L
(
b
)

k(x;
b
)b(
b
) dL; (6)
siendo

k(x;
b
) el promedio del nucleo (4) en la seccion transversal en
b
 [6,9].
Debido a que la densidad de corriente que emana no es realmente uniforme
en la seccion transversal, la forma variacional (5) ahora no se verica en todos
los puntos. No obstante, si se restringe la clase de funciones de test a aquellas
con uniformidad circunferencial, se obtiene que para todo miembro bw(
b
) de una
clase adecuada de funciones de test en L, debe vericarse
1
4
Z
b
2L
(
b
) bw(
b
)
"
Z
b
2L
(
b
)

k(
b
;
b
) b(
b
) dL
#
dL =
Z
b
2L
(
b
) bw(
b
) dL; (7)
siendo

k(
b
;
b
) el promedio de (4) en las secciones transversales en
b
 y
b
 [6, 9].
A partir de este punto, dado un conjunto adecuadamente elegido de n
funciones de prueba f
b
N
i
(
b
)g denidas en L y de m elementos 1D de contorno
fL

g, es posible discretizar la densidad de corriente incognita b y el conjunto de
ejes de los conductores L. Ademas, dado un conjunto adecuado de funciones de
test denidas en L, la forma variacional (7) conduce a un sistema de ecuaciones
lineales cuya matriz de coecientes es tambien llena, pero en la que el calculo de
cada termino requiere ahora integrar dos veces en un dominio 1D simplemente [6].
Con el n de aprovechar al maximo esta circunstancia, conviene efectuar de
forma aproximada la evaluacion del nucleo promediado

k(
b
;
b
) (que en principio
implicara una integracion doble para cada par de puntos
b
 y
b
), para lo cual se
introducen sencillas simplicaciones [6,9].
La seleccion de diferentes tipos de funciones de prueba y de test en
esta formulacion simplicada de elementos de contorno conduce a diferentes
formulaciones especcas. Las mas simples se pueden identicar con los metodos
antiguos ampliamente utilizados basados en ideas intuitivas, tales como la
superposicion de fuentes puntuales de corriente y de promediado del error. As,
para elementos de densidad de corriente constante, la formulacion de Galekin
se identica con el Metodo de Promediado del Potencial (APM) [1,3]. En lo
sucesivo se consideraran exclusivamente formulaciones de tipo Galerkin, en las
que la matriz de coecientes del sistema es simetrica y denida positiva [8].
El calculo de las integrales de lnea que intervienen en los coecientes
resultantes de la discretizacion del potencial aproximado (6) y de la forma
variacional (7) no es obvio. Ademas, debido al mal comportamiento de las
funciones subintegrando, tampoco es posible utilizar cuadraturas numericas por
el extraordinario coste computacional que involucran en este caso [6]. Por esta
razon, es imprescindible derivar formulas explcitas para evaluar analticamente
dichos coecientes [7,9].
4. INTEGRACI

ON ANAL

ITICA DE LOS COEFICIENTES
La discretizacion del potencial aproximado (6) es de la forma
b
V (x) =
n
X
i=1
m
X
=1
b
i
b
V

i
(x);
b
V

i
(x) =


4
Z
b
2L

b
k(x;
b
)
b
N
i
(
b
) dL; (8)
siendo
b
V

i
(x) la contribucion de la funcion de prueba i-esima al potencial
generado por el elemento recto L

en un punto x del terreno, b
i
los coecientes
de la discretizacion de la densidad de corriente aproximada (b(
b
) =
n
P
i=1
b
i
b
N
i
(
b
)),
y 

el diametro del electrodo cilndrico que se asume constante en cada
elemento [9]. El nucleo de integracion
b
k(x;
b
) es la aproximacion al nucleo
promediado

k(
b
;
b
) y viene dado por
b
k(x;
b
) =
 
1
br(x;
b
)
+
1
br(x;
b

0
)
!
; br(x;
b
) =
q
jx  
b
j
2
+ (

=2)
2
(9)
siendo
b
 2 L

y
b

0
su simetrico respecto a la supercie del terreno [9].
Por otra parte, la discretizacion en elementos 1D de contorno del
problema [6,9], conduce a un sistema lineal cuyos coecientes son
b
R
ji
=
m
X
=1
m
X
=1
b
R

ji
;
b
R

ji
=




4

Z
b
2L

b
N
j
(
b
)
"
Z
b
2L

b
b
k(
b
;
b
)
b
N
i
(
b
)dL
#
dL

(10)
donde
b
R

ji
es la contribucion de la funcion de prueba i-esima al potencial
generado por el elemento L

sobre otro elemento L

de diametro 

, promediado
por la funcion de test j-esima. El nucleo
b
b
k(
b
;
b
) que corresponde a la
aproximacion del nucleo promediado

k(
b
;
b
) [9], viene dado por
b
b
k(
b
;
b
) =
 
1
b
br(
b
;
b
)
+
1
b
br(
b
;
b

0
)
!
;
b
br(
b
;
b
) =
q
j
b
  
b
j
2
+ (

=2)
2
+ (

=2)
2
(11)
4.1. Calculo de los coecientes del potencial
b
V

i
(x)
Todo punto
b
 2 L

se puede expresar en terminos del punto medio
b

0
del
elemento L

, de su longitud L

y de su versor director
b
s

, para un valor de
un parametro escalar  comprendido entre  1 y 1 (dominio de las funciones de
prueba isoparametricas) [7]. De este modo, la expresion (8) se puede reescribir
como la integral de lnea en la variable 
b
V

i
(x) =


L

8
Z
=1
= 1
b
k(x;
b
())
b
N
i
(
b
()) d: (12)
As mismo, el nucleo integral
b
k(x;
b
()) se puede expresar en funcion de
la variable escalar , dado que depende de terminos (9) que son de la forma
br(x;
b
()). As, si se denomina p
0
a la distancia del punto x a su proyeccion
ortogonal sobre la direccion del electrodo y q a la distancia desde dicha proyeccion
al punto medio
b

0
, la distancia br(x;
b
()) resulta
br(x;
b
()) =
L

2
q
bp
2
+ (bq   )
2
; bp
2
=

p
0
L

=2

2
+



L


2
; bq =
q
L

=2
(13)
Obviamente este analisis puede efectuarse tambien con el termino br(x;
b

0
())
de (9), obteniendose expresiones analogas a las anteriores en funcion de nuevos
parametros geometricos bp
0
y bq
0
correspondientes a los puntos (x;
b

0
) [9].
En lo referente a las funciones de prueba
b
N
i
(
b
()) de (12), estas se pueden
expresar, efectuando su desarrollo en serie de potencias hasta el termino de
segundo grado, como funciones parabolicas en la variable  cuyos coecientes
dependen de valores conocidos de las funciones y sus derivadas primeras y
segundas [7,9].
Finalmente, si se sustituyen en (12) las expresiones obtenidas en (13)
del nucleo integral (9) y las de las funciones de prueba
b
N
i
(
b
()) teniendo en
cuenta que ambas dependen de la variable , es posible integrar explcitamente
el coeciente del potencial
b
V

i
(x) [9]. Tras un relativamente largo desarrollo
analtico, se obtiene
b
V

i
(x) =


4

(bp; bq) + (bp
0
; bq
0
)

(14)
donde la funcion (bp; bq) depende exclusivamente de los parametros geometricos
bp; bq y de los coecientes de las funciones de prueba conocidos [9].
4.2. Calculo de los coecientes del sistema de ecuaciones
b
R

ji
De forma analoga al desarrollo presentado en 4.1, un punto cualquiera
b
 2 L

se puede expresar en terminos del punto medio
b

0
del elemento L

,
de su longitud L

y de su versor director
b
s

, para un valor de un parametro
escalar  comprendido entre  1 y 1 (dominio de las funciones de prueba
isoparametricas) [7]. De este modo, y teniendo en cuenta el desarrollo realizado
en (12), la expresion (10) se puede reescribir como dos integrales de lnea, una
en la variable escalar  y otra en ,
b
R

ji
=
 



L

L

16

Z
=1
= 1
b
N
j
(
b
())
"
Z
=1
= 1
b
b
k(
b
();
b
())
b
N
i
(
b
()) d
#
d

(15)
Como puede observarse, la integral de lnea en la variable escalar  es similar
a la calculada analticamente en 4.1, aunque en este caso el nucleo integral viene
dado por (11). Si se redenen convenientemente los parametros geometricos
bp(
b
()) y bq(
b
()), la expresion (15) se puede reescribir [9], haciendo uso de
(14), en la forma
b
R

ji
=
 



L

8

b
R

ji
(
b

1
;
b

2
;
b

1
;
b

2
) +
b
R

ji
(
b

0
1
;
b

0
2
;
b

1
;
b

2
)

(16)
b
R

ji
(
b

1
;
b

2
;
b

1
;
b

2
) =
Z
=1
= 1
b
N
j
(
b
()) [ (bp(
b
()); bq(
b
())) ] d (17)
bp
2
(
b
()) =

p
0
(
b
())
L

=2

2
+



L


2
+
 


L

!
2
; bq(
b
()) =
q(
b
())
L

=2
(18)
Por otra parte, al igual que en el caso de
b
N
i
(
b
()) en la ecuacion del
potencial (12), las funciones
b
N
j
(
b
()) se pueden expresar, desarrollando en serie
de potencias hasta el termino de segundo grado, como funciones parabolicas en
la variable escalar  cuyos coecientes son conocidos. La sustitucion de estas
funciones de prueba en (17) conducen nalmente a una integral de lnea en la
variable  [9].
(a) Integracion de los coecientes
b
R

ji
(
b

1
;
b

2
;
b

1
;
b

2
)
Cada uno de los coecientes
b
R

ji
(
b

1
;
b

2
;
b

1
;
b

2
) de (17) se puede interpretar
como la inuencia del potencial generado por una barra sobre otra, ambas
denidas por las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de sus ejes.
De este modo, puede analizarse el primero de los sumandos de (16), y considerar
el segundo como la integracion entre dos barras con coordenadas distintas (las
de los puntos simetricos a
b

1
y
b

2
) y a la que se aplicaran los mismos resultados.
En consecuencia, la integracion de los coecientes (17) requiere en primer
lugar efectuar el analisis geometrico de dos barras en el espacio, que permita
expresar las distancias adimensionales bp(
b
()) y bq(
b
()) de (18) en funcion de
la variable escalar  y de una serie de parametros geometricos conocidos a partir
de las posiciones relativas entre las dos rectas [7,9]. Si se sustituyen en (17) las
expresiones de bp(
b
()) y bq(
b
()) que se derivan de este analisis y las obtenidas de
las funciones de prueba
b
N
j
(
b
()), y se reordenan los terminos adecuadamente [9],
resulta
b
R

ji
(
b

1
;
b

2
;
b

1
;
b

2
) =
u=2
X
u=0
w=4
X
w=0
K
(u)
w
'
(u)
w
; (19)
donde los coecientes K
(u)
w
se calculan directamente a partir de la funcion de
prueba j-esima, los parametros geometricos de las posiciones relativas entre las
dos rectas y la funcion de prueba del i-esima [7].
Por otra parte, los coecientes '
(u)
w
de (19) contienen las integrales de lnea
en la variable escalar . La obtencion de formulas explcitas para la evaluacion de
estos terminos no es trivial y requiere un considerable trabajo de manipulacion
analtica. Esta circunstancia se ve ademas agravada por el hecho de que en estas
expresiones intervienen tambien parametros geometricos de las barras, cuyos
posibles valores aumentan la casustica en los tipos distintos de integrales que
hay que analizar por las singularidades que se pueden producir [9].
Por este motivo, en trabajos anteriores [7] se desarrollaron formulas
analticas para los casos mas frecuentes de disposicion de los electrodos |barras
perpendiculares y paralelas|. A pesar del importante avance que ello supuso en
el calculo de grandes mallas de tomas de tierra, se requera completar el analisis
de las integrales con independencia de los parametros geometricos de modo
que su evaluacion fuese completamente analtica, sin necesidad de calcularlas
numericamente en algunos casos particulares.
Actualmente este desarrollo esta completamente terminado y ya se dispone
de formulas explcitas para calcular los coecientes '
(u)
w
, aunque su deduccion es
demasiado extensa para detallarla en este artculo [9]. Estas expresiones han sido
desarrolladas pensando en facilitar su posterior implementacion en un programa
de ordenador, por lo que se han derivado de modo que su evaluacion sea recursiva,
y en la medida de lo posible, efectuando el menor numero de operaciones que
involucren funciones trascendentes.
5. EJEMPLO DE APLICACI

ON
Este modelo numerico unidimensional simplicado, basado en el metodo de
elementos de contorno con la integracion analtica de los coecientes del sistema
de ecuaciones lineales, es muy estructurado y esta desarrollado de forma que
sea posible incorporarlo en un sistema de dise~no asistido por ordenador. No
obstante, la programacion de esta formulacion debe realizarse cuidadosamente
habida cuenta de la gran complejidad de las expresiones que intervienen en el
calculo de los coecientes matriciales y su casustica, con objeto de evitar su mal
condicionamiento.
La implementacion practica de estas tecnicas desarrolladas por los autores
ha dado lugar al sistema TOTBEM de calculo y dise~no asistido por ordenador de
tomas de tierra para subestaciones electricas [10], con el que es posible analizar
y calcular mallas de tierra de grandes instalaciones con gran precision y con
unos requerimientos computacionales muy razonables, tanto de memoria como
de tiempo de computo.
El ejemplo de aplicacion que presentamos es la malla de electrodos de la
subestacion electrica E.R. Barbera de la compa~na FECSA, cercana a Barcelona.
El sistema de tomas de tierra de esta subestacion esta formada por 408
conductores cilndricos rectos de diametro constante (12.85 mm), constituyendo
un entramado paralelo a la supercie del terreno enterrado a una profundidad
de 80 cm que cubre una supercie de mas de 6500 m
2
. La disposicion de los
conductores de esta malla de puesta a tierra se muestra a escala en la gura 1. a).
El area total sometida a estudio es la de un rectangulo de 135 m por 210 m, lo
que supone una supercie de mas de 28000 m
2
.
SUBESTACI

ON E.R. BARBER

A
DATOS DEL MODELO RESULTADOS
Numero Electrodos: 408 Potencial de Tierra: 9.45 kV
Diametro Electrodos: 12.85 mm Resistencia Equivalente: 0.315 

Profundidad Malla: 0.8 m Tiempo CPU: 450 s
Resistividad Terreno: 60 
m Ordenador: PC486/16Mb/66MHz
Intensidad de Tierra: 30 kA
Tabla 1.|Subestacion E.R. Barbera: Datos y Resultados numericos del sistema TOTBEM.
El modelo numerico elegido para la resolucion de este problema ha consistido
en una formulacion de Galerkin con un elemento de contorno de densidad de
corriente constante por barra, lo que supone un total de 408 grados de libertad.
Por otra parte, la Intensidad de Tierra en condiciones de fallo considerada en
este estudio ha sido de 30 kA (dada la relacion existente entre la intensidad y
el voltaje, puede darse como dato indistintamente el Potencial de Tierra V
 
o la
Intensidad de Tierra I
 
).
Los datos y resultados numericos se resumen en la tabla 1. La gura 1. b)
muestra la distribucion de los niveles de potencial en la supercie del terreno
cuando tiene lugar una derivacion de corriente al mismo. En la gura 1. c) se
representan los valores del potencial a lo largo del perl indicado en la gura
1. b). Finalmente, en 1. d) se muestra una representacion 3D del potencial y del
perl seleccionado. Este modelo numerico de la malla de tierra de la subestacion
E.R. Barbera requiere en la actualidad tan solo siete minutos y medio de CPU
en un ordenador personal (tipo PC486/16Mb de 66 MHz). Como puede verse,
esta formulacion permite caracterizar completamente, y de un modo riguroso y
able, una toma de tierra con unas necesidades de computo muy aceptables.
Este mismo ejemplo se ha calculado aumentando el numero de elementos
de contorno del modelo numerico, mediante la subdivision de cada uno de los
electrodos de la malla. Al nivel del conjunto de la toma de tierra, no se han
apreciado diferencias signicativas ni en la distribucion de los potenciales en la
supercie del terreno, ni en los valores de la resistencia equivalente e intensidad
total de la malla, por lo que en general, no se considerara necesaria la subdivision
adicional de los conductores que forman la malla de tierra. En los casos en que
desee obtener una mayor precision en los resultados, por ejemplo para realizar
calculos mas detallados en zonas concretas de la malla o determinar magnitudes
tales como tensiones de paso o contacto [1,9], la estrategia mas razonable es
la utilizacion de elementos de densidad de corriente de mayor orden (lineal o
parabolica) [6].
6. CONCLUSIONES
Se ha presentado una formulacion de elementos de contorno para el analisis
de sistemas de tomas de tierra para subestaciones electricas. En el caso de
problemas 3D, la introduccion de una serie de hipotesis razonables permiten
reescribir la formulacion general de elementos de contorno 2D como una formula-
cion simplicada 1D. A su vez, la incorporacion de avanzadas tecnicas analticas
de integracion han hecho posible la drastica reduccion de los requerimientos
computacionales y el desarrollo de nuevas formulacionesmas ecientes y precisas.
La formulacion numerica que se propone constituye una metodologa
que |por primera vez| permite obtener resultados de gran precision en el
analisis de tomas de tierra de subestaciones electricas de tama~no medio-grande,
practicamente en tiempo real y utilizando un ordenador convencional de bajo
coste y amplia disponibilidad. Obviamente, los requerimientos de calculo
aumentan en el caso de instalaciones de mayor tama~no, para cuyo estudio sera
preciso utilizar ordenadores mas potentes, aunque siempre dentro de unos lmites
computacionales y unos costes operativos razonables.
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-- E. R. Barberá Substation: Plan of the grounding grid, Potential distribution on ground surface (kV),
Potential profile along a line, 3D view of potential level on ground surface.
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